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14 Kommutative lineare algebraische Gruppen
Additive Funktionen II

14.3 Additive Funktionen
14.3.1 Defintionen, Bezeichnungen und Konstruktionen

3.3.1 A Begriff der additiven Funktion

Eine additive Funktion auf einer linearen algebraischen Gruppe G ist ein
Homomorphismus von algebraischen Gruppen

tG—G.
a

Bemerkungen
(i)  Die additiven Funktionen auf G bilden (als Funktionen mit Werten in Ga =k)

einen k-linearen Unterraum
A =A(G)
des Koordinaten-Rings k[G].

(i) Ist F C k ein Teilkorper des Grundkorpers k und G eine F-Gruppe, so bezeichne
A(F) = A(G)[F] (€ AG))
die Menge der uiber F definierten additiven Funktionen auf G. Dies ist ein linearer
Unterraum des F-Vektorraums F[G]. Fur jedes f € F[G] sind die folgenden
Aussagen aquivalent.
(a) f € A(G)(F).
(b) Af=f®1 + 1®f.
Dabei bezeichne A die Komultiplikation von G.
------ > an dieser Stelle fortsetzen:
(iii) Ist G eine F-Gruppe, so ist A(G)(F) eine F-Struktur von A(G), d.h. die
natiirliche Einbettung
AG)(F) & A(G)
induziert einen linearen Isomorphismus von k-Vektorraumen

k®F AG)(F) i A(G)



(iv) Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k von Null verschieden,
p >0,
so ist die p-te Potenz einer addiven Funktion erneut eine additive Funktion auf G.
Diese Tatsache ist der Grund fur die Einfuhrung eines Rings, tiber welchem der
Vektorraum A ein Modul ist.

Beweis. Zu (i). Jede additive Fumkton f: G — Ga induziert als regulare Abbildung

einen k-Algebra-Homomorphismus

of
£ K[T] = KIG_] — k[G]. (G, =k =5 k) > (G 25 k).
Dabei bezeichnet T eine einzelne Unbestimmte (vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Insbesondere gilt

f*(T) € k[G]. Das Polynom p = T ist als Abbildung k — k gerade die identische
Abbildung, d.h. es gilt
f*(T) = Tef = Idef =,
Damit ist f = £*(T) € k[G] ein Element des Koordinatenrings von G. Wir haben
gezeigt, die Menge der additiven Funktionen ist eine Teilmenge der Koordinatenrings,
A(G) C K[G].
Eine Funktion des Koordinatenrings k[G] ist eine reguldre Abbildung
f:G— k= Ga'
(Siiﬁ ist ge_lllau dann eine additive Funktion, wenn sie ein Gruppen-Homomorphismus ist,
.h. es gilt

A(G) = {f € k[G] | f(xey) =f(x) + f(y) furx,y €EG }

Aus dieser Beschreibung lesen wir ab, A(G) ist ein k-linearer Unterraum von k[G].
Zu (ii). Nach Definition gilt

A(G)(F) = A(G) ( FIG].

Weil A(G) nach (i) ein linearer Unterraum des k-Vektorraums k[G] ist, ist der
Durchschnitt ein F-linearer Unterraum von F[G]. Sei jetzt

f € F[G]
eine uber F definierte reguldre Funktion auf G (also insbesondere eine regulire

Abbildung G — k = Ga). Dann ist f genau dann eine additive Funktion auf G, wenn

das folgende Diagramm kommutativ ist.

xf
GxG — G xG
a a

TS
G — Ga

Dabei sollen die vertikalen Abbildungen die Gruppen-Multiplikation bezeichnen. Die
Kommutativitat dieses Diagramms ist d4quivalent zu der des zugehorigen Diagramms der
Koordinatenringe und k-Algebra-Homomorphismen

K f>l<

®
k[G]®kk[G] «— k[Ga]®kk[Ga] =k[T]®kk[T]

AT ) Ta,
k[G] «— k[Ga] =k[T]
Die vertikalen Abbildungen sollen dabei die Komultiplikationen von G bzw. Ga

bezeichnen. Die Komulitiplikation von Ga ist der k-Algebra-Homomorphismus mit



A (D) =18T+T®1

(vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Der k-Algebra-Homomorphismus f* ist durch dessen Wert f an
der Stelle T gegeben. Die Kommutativitat des Diagramm ist dquivalent zu der
Bedingung

AT = F*&F)(A (D).

d.h. zu
A*(T)) = *RfF)(1X®T+T®1) = 1®F*(T) + £*(T)®1,
also zu

A(f) = 1®f + {f®1.
Wir haben gezeigt, f € F[G] ist genau dann additiv, wenn Af = 1®f + {®1 gilt, d.h. f
liegt genau dann in A(G)(F[G] = A(G)(F), wenn Bedingung (b) erfullt ist.
Zu (iii). Nach Bemerkung (ii) gilt
AG) = {fEK[G] | A(f) = 1®f + f®1 }
= Ker(p:k[G] — k[G]®kk[G], fp A() - 10f +f®1 }

Weil G eine F-Gruppe ist, ist A: k[G] — k[G] ®kk[G] tiber F definiert, d.h. von der
Gestalt

A= k®FAF

mit einer F-linearen Abbildung
AF: F[G] — F[G]@FF[G].

Damit hat ¢ die Gestalt k®ch mit der F-linearen Abbildung

Pp F[G] — F[G]®FF[G], f» AF(f) - 1®f + f®1.
Als exakter Funktor kommutiert k®F mit Kernen, d.h. es ist
A(G) =Ker(p)
= Ker(k@Fch)
= k®FKer(ch).
Damit wird A(G) als k-Vektorraum von Elementen aus
Ker(gp) C FIG]

erzeugt, d.h. von additiven Funktionen von G, die uiber F definiert sind, namlich von
Elementen aus

Ker(pp) & AG)F) (S FIG)
Aus den natuirlichen Einbettungen
Ker(ch) S A(G)(F) & FIG]

erhalten wir durch Anwenden des Funktor k®F die injektiven k-linearen Abbildungen
AG) = k®FKer(ch) S k®FA(G)(F) S k®FF[G] = k[G].

Wegen A(G)(F) C A(G) und weil A(G) ein k-Vektorraum ist, liegt das Bild des
Tensorprodukts k®FA(G)(F) bei der rechten Inklusion ganz in A(G), d.h. wir haben

injektive k-lineare Abbildungen
A(G) = k®FKer(ch) S k®FA(G)(F) S A(G).



Deren Zusammensetzung die ist identische Abbildung. Die Injektionen sind sogar
Bijektionen und die natuirliche Einbettung

A(G)(F) & A(G)(k)
induziert einen Isomorphismus

k®LAG)F) — AG)(K).
Zu (iv). Fur f € A(G) gilt
A(fP) = (AP (A ist ein k-Algebra-Homomorphismus)
= fR1+1®f)P (nach Bemerkung (ii) mit F = k)
= (f®1)P+(1®HP (die Charakteristik von k ist p > 0)
=fP®1 +1®fP (Definition der Multiplikation in k|G]®k[G])
Nach Bemerkung (ii) ist fP eine additive Funktion.

QED.

3.3.1 B Konstruktion des Rings R = R(F)

Sei F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k. Wir nehmen zunachst
an, die Charakteristik p des Grundkorpers k ist positiv,
p>0.

Wir bezeichnen dann mit ¢ den Isomorphismus

q):Fi)Fp,x > xP.
Wir definieren einen Ring
R =R(F),
dessen additive Gruppe die additive Gruppe des Polynomrings
F[T]
uber F in der Unbestimmten T ist. Seine Multiplikation sei definiert durch

i L] j = L] i L] i+j
(% aiT) (E.bjT)' iEjai (l)(bj) .
Ist G eine F-Gruppe, so definieren wir auf dem F-Vektorraum
. . AE) =AGIE) .
der additiven Funktionen von G, welche uber F definiert sind (vgl. 3.3.1 A), wie folgt
die Struktur eines Moduls iber dem Ring R = R(F).

» ai-Ti)-f =y ai-fp1 fur f € A(F) und ) ai-Ti € R(F). (1)
i i i

Im Fall p =0 setzen wir
R =R(F) :=F.
Bemerkungen

(i) R ist ein assoziativer Ring. Dies gilt auch fur den Fall, dal ¢ ein beliebiger
Isomorphismus F — F’ auf einen Teilkorper F° von F ist. Der Ring ist nicht
kommutativ auBer im Fall p =0 und im Fall, daf} ¢ die identische Abbildung von

F ist. Im Fall ¢(x) = xP bedeutet dies, F besteht aus genau p Elementen.'

(i)  Durch die Multiplikationsvorschrift (1) bekommt A(G)(F) tatsachlich die Struktur
eines R(F)-Moduls.

(iii) Der Teilkorper F von R liegt, im Fall ¢ # Id nicht im Zentrum von R.

' Die Gleichung 0 = xP-x= x-(xp_l-l) hat in F genau p Losungen.



(iv) Die gewohnliche Grad-Funktion auf dem Polynomring F[T] hat auch bezuglich
der neuen Multiplikation die uiblichen Eigenschaften. Zum Beispiel ist

deg(p+q) = deg(p)+deg(q)
und

deg(p+q) = max{deg p, deg q}
fur p, g € R, wobei in der Ungleichung das Gleichheitszeichen gilt, falls die

Grade der beiden Polynome p und q verschieden sind.
(v) Der Ring R ist nullteilerfrei.
(vi) Sei G eine F-Gruppe und A(G) ein endlich erzeugter (linker) R(k)-Modul. Dann
ist auch A(G)(F) ein endlich erzeugter (linker) R(F)-Modul.
Beweis der Bemerkungen. Zu (i). Auf Grund der Definition sind nur diejenigen Ring-
Axiome zu Uberprufen, in welchen die Multiplikation vorkommt. Direkt aus der
Definition der Multiplikation liest man ab, dal} die Distributivgesetze gelten und die
Multiplikation mit 1 die identische Abbildung auf R definiert. Es bleibt also nur das
Assoziativgesetz der Multiplikation.
1. Schritt. Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation.
Fur R erhalten wir

(3 TS b3 ¢ = (3
1

ai-q)i(b.)-Ti"'j))-(E c ZTZ))
i ¢ ij

¢
- ai,¢i(b_),¢i+j( ) i+
ije'
= 3 as¢lb¢lc Z))-Ti’fj*é
ij¢'
= (3 2,3 boglic ) T*)
i il

= (T aTH+((3 b TS ¢ eTe)).
PG

2. Schritt. R ist nicht kommutativ auBer im Fall ¢(x) = x.
Es gilt P
T'+(bT) = ¢'(b)*T'™) = (¢'(b)~T))-T".
Das Kommutativgesetz wiirde fordern, dng
¢'(b)=b
gilt fur jedes bEF und jedes i, d.h. ¢ mite die identische Abbildung sein.
Zu (ii). Wir im Fall des Rings R(R) sind nur die Rechengesetze zu uberpriifen, in denen

die Multiplikation vorkommt (weil A(G)(F) ein k-Vektorraum ist). Direkt aus der
Definition der Multiplikation liest man ab, daf} die Distributivgesetze gelten (denn die

Muiltiplikation ist bilinear tiber k) und daf die Multiplikation mit 1 € R(F) auf A(G)(F)
die identische Abbildung definiert. Damit ist der Beweis wieder auf den Beweis des

Assoziativitatsgesetzes der Multiplikation reduziert. Die Rechnung fur A(G)(F) ist fast
dieselbe wie im Fall des Rings R(F).

(S a.THe(S b TH)ef = (3 a(b)P +TiH)).f
O | ] i’jl ]
=3 a_.(b,)Pl.fPH-J

ij '



=33 ai.(bj.fP])P1
i

1

= (3 aTHe(S b.-P)
it

=(3 aiTi)-((E b.TJ)ef).
i j

Zu (iii). Die Aussage ergibt sich aus dem zweiten Schritt im Beweis von (i), wenn man
dort j = 0 setzt.
Zu (iv). AuBer fur die Identitat

deg(p-q) = deg(p)+deg(q)
spielt die Wahl der Multiplikation in den Aussagen keine Rolle. Es reicht diese Identitit
zu beweisen. Fur

= i = ]
p 21' aiT und q EJ, bj I
gilt nach Definition des Produkts

peq = (3 T)(3 b.T)
i J
=3 a.¢l(b,)-THH.
“1 ]
1,]
also .
deg(p+q) = max {i+j| ai-q)l(bj) # 0}

= max {i+ja, # 0und ¢i(bj) = ()
= max {i+j | a, # 0 und bj # 0}.
Dies ist aber gerade der Grad des Produkts im gewohnlichen Polynomring F[T].

Zu (v). Seien p, q € R(F) von Null verschiedene Elemente. Wir haben zu zeigen, auch
das Produkt ist ungleich Null,
peq = 0.
Sind p und q vom Grad Null, so ist dies der Fall, weil F als Korper nullteilerfrei ist. Ist
mindestens einer der Faktoren vom Grad > 0. so ist auch der Grad
deg(p+q) = deg p +deg q >0,
also psq von Null verschieden.

Zu (vi). Nach Voraussetzung gibt es Elemente f 1""’fr € A(G) mit

AG) = R(k)-f1+...+R(k)-fr. (1)
Wegen

k®AG)(F) — AG)K)
gibt es Elemente ’Fl oes T . E AG)(F) und CijEk mit

S
c.of. e ke T.
s 2

S
f.=3
g =l j

J
fur i = 1,...,r. Es folgt



r
AG) =3 R(k)°fi (nach Wahl der fi)
i=1
r S ~Y ~y
C Y R(k)* ¥ ke f. (nach Wahl der f )
=1 =1 .
S
C Y R(k)e kef. (die Multiplikation ist bilinear uiber k)
=1 :
S
C SR(k)-f j (wegen R(k)*k & R(k)*R(k) & R(k))
=1

Damit wird A(G) als R(k)-Modul von endlich vielen Elementen aus A(G)(F) erzeugt.
Wir konnen in (1) also annehmen,

fl""’fr e A(G)(F). 2)

Wegen (1) hat jedes Element f € A(G) die Gestalt

r
f= E aifi mit a, € R(k).

=1
Wegen R(k) = k®FR(F) hat jedes a, die Gestalt
N
a.= Yy d..r.. mitd..€k undr.. € R(F).
i izl ij ij ij ij
Damit gilt
r N
f =Y ¥ d.er.f
i=1j=1 Y V!
r N
€ E E dij-R(F)-fi
=1 j=1
N
< 3 d4M
=1
mit
r
M := E R(F)-fi ,
=1
also
f € k®FM,

wenn wir den Modul k®FM mit dessen Bild bei der Abbildung
k®FM — k®FA(G)(F) = A(G), c®m » cem,
identifizieren. Weil dies fur jedes f € A(G) gilt, folgt
AG) C k®FM.
Wir haben gezeigt, die naturliche Einbettung

M < A(G)(F) G)
wird durch den Funktor k®F in eine bijektive Abbildung

k®FM — k®FA(G)(F)



iberfuhrt.” Weil k treuflach iiber F muB bereits (3) surjektiv sein’, d.h. es gilt

r
AGEF) =M= Y R(F)-fi.
i=1
Mit anderen Worten, A(G)(F) ist ein endlich erzeugter Modul uber R(F).
QED.

14.3.2 Lemma: der euklidische Algorithmus fur R(F)

Seien F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k und ein G eine
lineare algebraische Gruppe (uiber k). Die Charakteristik p des Grundkorpers k sei
ungleich Null,

p>0.

Weiter seien a, b € R = R(F) Elemente mit deg a > 0.

(i)  Es gibt ein eindeutig bestimmte Elemente ¢,d € R(F) mit
b=ca+dunddeg d<dega.

(i)  Ist F perfekt (d.h. FP = F), so gibt es eindeutig bestimmte Elemente ¢, dER(F)
mit
b=cea+dunddegd<deg a.
Beweis. Bezeichne
¢:F—F,x» xP
die in 3.3.1 B beschriebene Abbildung.
Zu (i). Die Findeutigkeit von ¢ und d.
Seien c, ¢’, d, d’ € R(F) mit
b =ca+d =c’a+d’ und deg d < deg a und deg d’ < deg a.

Dann gilt
ca+d=c’a+d’,
also
(c-c’)a=d-d’.
Im Fall c-¢’ # 0 wurde
deg a < deg(c-c’) +dega=deg (d-d’) <dega

gelten, was nicht moglich ist. Also gilt

c=c’
und damit auch

d=d’.
Existenz von ¢ und d.
Im Fall deg b < deg a konnen wir ¢ =0 und d = b setzen. Betrachten wir den
verbleibenden Fall

deg b = deg a. (D
Als Element von R(F) haben a und b die Gestalt

n .
a=y aiT1 mit n = deg a, aiEF

i=0
und
N .
b= 3 b.T) mit N = deg b, b.€F.
i=o ) j
Die Polynom b und

? Unser Argumente zeigen, die Abbildung ist surjektiv. Sie ist injektiv, weil k flach ist uiber F.
? siche auch Bemerkung 1.3.7 B (iv).



n . .
N-n,, _ ol N-n+i
T a= EOCN_H ¢ (ai)T

haben dann denselben Grad. Es gibt also ein ¢ € F derart, dall b und ce TN,

dasselben hochste Glied besitzten, also
deg (b-ce TN_n-a) <degb

gilt. Falls (1) gilt, konnen wir also von b ein linksseitiges Vielfaches von a so abziehen,
daf sich der Grad verkleinert. Wir konnen dies solange tun, bis der Grad der Differenz

kleiner als deg a wird, d.h. es gibt ein ¢ € R(F) mit
deg (b - cea) < deg a.
Mit d :=b - cea gilt dann die Behauptung.

Zu (ii). Die Argumentation ist im wesentlichen dieselbe wie beim Beweis von (i). Beim
Exiatenzbeweis mussen wir jedoch a von rechts mit einer Potenz von T bzw. mit einem

Element ¢ € F multiplizieren. Wir erhalten Polynome gleichen Grades

n .
b und aoTN'n =3 aiTN'IH'1
=0
und miissen ein ¢ € F finden, fur welches die hochsten Glieder von
b und a-TN'n-c
ubereinstimmen, d.h. fur welches

° N L] N. = .N L] N
bNT undanT c—anq) (c)T

gleich sind, d.h. ein ¢ € F mit

N, ,_ .-l
¢ (c)= a, -bN.
Im Fall F perfekt, d.h. FP = F ist ¢ surjektiv, d.h. es gibt ein solches c.
QED.
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